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ABSTRAKT
Tato bakala´rˇska´ pra´ce se zaby´va´ matematicky´m modelova´nı´m chova´nı´ mate-
maticke´ho kyvadla. Cı´lem te´to pra´ce je odvodit rovnice matematicke´ho kyvadla,
vypocˇı´tat trajektorie rˇesˇenı´ a interpretovat jejich vy´znam, klasifikovat singula´rnı´
rˇesˇenı´, vykreslit fa´zovy´ portre´t v softwaru MATLAB a to jak u za´kladnı´ho modelu,
tak i u zobecneˇny´ch prˇı´padu˚ kyvadla s tlumenı´m a buzenı´m.
KLI´CˇOVA´ SLOVA
Matematicke´ kyvadlo, autonomnı´ syste´my, fa´zovy´ portre´t rˇesˇenı´
ABSTRACT
This bachelor’s thesis deals with the mathematical modeling of the behaviour of
mathematical pendulum. The aim of this thesis is to find the equation of mathema-
tical pendulum, compute the trajectories of solution and interpret their meaning,
clasify the singular solution, plot the phase portrait in MATLAB software for the
basic model and for the generalized model of the damped and driven pendulum.
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SEZNAM SYMBOLU˚, VELICˇIN A ZKRATEK
F [N ] sı´la pu˚sobı´cı´ na hmotny´ bod
m [kg] hmotnost hmotne´ho bodu
a [m · s−2] zrychlenı´ hmotne´ho bodu
l [m] de´lka tycˇe
∆U zmeˇna potencia´lnı´ energie
∆K zmeˇna kineticke´ energie
∆h [m] vy´sˇka, rozdı´l vy´sˇek
t [s] cˇas
v [m · s−1] rychlost
y, x˙ [rad · s−1] u´hlova´ rychlost
x0 [rad] pocˇa´tecˇnı´ u´hel
x [rad] u´hel
h0, h1 [m] svisla´ vzda´lenost hmotne´ho bodu od za´veˇsu
ω0 [rad · s−1] vlastnı´ frekvence kyvadla
E [J ] mechanicka´ energie
γ [N · s ·m−1] tlumı´cı´ konstanta
A [N ] amplituda budı´cı´ sı´ly
ωD [rad · s−1] u´hlova´ frekvence budı´cı´ sı´ly
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U´VOD
Matematicke´ kyvadlo je idealizovany´mmodelem rea´lne´ho kyvadla. Tento model
se skla´da´ z nehmotne´, neroztazˇitelne´ tycˇe, na ktere´ je zaveˇsˇen hmotny´ bod. Tycˇ
je prˇipevneˇna k za´veˇsu, u ktere´ho zanedba´va´me trˇenı´. Pohyb matematicke´ho
kyvadla popisuje nelinea´rnı´ diferencia´lnı´ rovnice x¨+ sinx = 0.
V prˇı´padeˇ male´ho u´hlu lze pohyb popsat linea´rnı´ diferencia´lnı´ rovnicı´ x¨ +
x = 0. V prˇı´padeˇ velke´ho u´hlu docha´zı´ k rˇadeˇ jevu˚, ktere´ nejsou popsa´ny linea´rnı´
diferencia´lnı´ rovnicı´. Periody kmitu˚ se zveˇtsˇujı´, v limitnı´m prˇı´padeˇ je doba kmitu
nekonecˇneˇ dlouha´. Jestlizˇe je energie dodana´ kyvadlu velka´, docha´zı´ k ota´cˇenı´
kyvadla kolem za´veˇsu.
Prvnı´ kapitola se veˇnuje obecne´mu modelu rovinne´ho matematicke´ho kyva-
dla. Odvodı´me zde rovnici matematicke´ho kyvadla pomocı´ silove´ rovnova´hy
a pomocı´ za´kona zachova´nı´ mechanicke´ energie. Pro linearizovany´ i nelinea´rnı´
prˇı´pad vykreslı´me fa´zove´ portre´ty, popı´sˇeme trajektorie rˇesˇenı´ a klasifikujeme
singula´rnı´ rˇesˇenı´.
Druha´ kapitola rˇesˇı´ prˇı´pad rovinne´ho matematicke´ho kyvadla s tlumenı´m,
pro ktery´ uvedeme pohybovou rovnici, vykreslı´me fa´zovy´ portre´t a klasifikujeme
singula´rnı´ body.
Ve trˇetı´ kapitole popı´sˇeme prˇı´pad rovinne´ho matematicke´ho kyvadla s tlume-
nı´m a buzenı´m. V tomto prˇı´padeˇ nenı´ diferencia´lnı´ rovnice autonomnı´, proto je
klasifikace trajektoriı´ tohoto syste´mu slozˇita´.
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1 ROVINNE´ MATEMATICKE´ KYVADLO
Matematicke´ kyvadlo je idealizovany´mmodelemkyvadla. Prˇedpokla´da´me, zˇe jde
o hmotny´ bod, ktery´ je zaveˇsˇeny´ na nehmotne´, neroztazˇitelne´ tycˇi, a zanedba´va´me
odpor okolı´ a trˇenı´ v za´veˇsu.
Vı´ce o odvozenı´ vztahu˚ pro vy´pocˇet trajektoriı´ a popis fa´zovy´ch portre´tu˚ lze
nale´zt v [2] a [5].
1.1 Odvozenı´ rovnice
V za´kladnı´m prˇı´padeˇ budeme modelovat situaci, kdy matematicke´ kyvadlo po
doda´nı´ pocˇa´tecˇnı´ energie volneˇ kmita´ bez vneˇjsˇı´ho pu˚sobenı´.
Odvozenı´ pomocı´ silove´ rovnova´hy
Obr. 1.1: Rovnova´ha sil pu˚sobı´cı´ch na hmotny´ bod
Polohu kyvadla popisuje funkce x(t), u´hel, ktery´ svı´ra´ tycˇ se svisly´m smeˇrem,
viz obr. 1.1, v promeˇnne´ t, kde t je cˇas.
Na hmotny´ bod kyvadla pu˚sobı´ tı´hova´ sı´la, kterou rozlozˇı´me na slozˇky, z nichzˇ
jedna je kolma´ a druha´ je rovnobeˇzˇna´ s okamzˇity´m smeˇrem pohybu hmotne´ho
bodu. Smeˇr okamzˇite´ rychlosti je tecˇna k oblouku opisovane´ho hmotny´m bodem.
Podle Newtonova druhe´ho za´kona platı´
F = ma,
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kde F je soucˇet sil pu˚sobı´cı´ch na hmotny´ bod, m je hmotnost a a je okamzˇite´
zrychlenı´ hmotne´ho bodu. Na hmotny´ bod pu˚sobı´ jen tı´hova´ sı´la a tahova´ sı´la
tycˇe, hmotny´ bod je udrzˇova´n ve stejne´ vzda´lenosti od za´veˇsu. Proto aplikujeme
Newtonovu rovnici pouze na tecˇnou slozˇku gravitacˇnı´ sı´ly. Velikost te´to slozˇky
urcˇı´me pomocı´ trigonometrie, pak
F = −mg sinx = ma, a = −g sinx,
kde g je tı´hove´ zrychlenı´. Za´porne´ zname´nko na prave´ straneˇ ukazuje na rozdı´lny´
smeˇr u´hlu x a tecˇne´ slozˇky sı´ly F . To je zpu˚sobeno tı´m, zˇe kdyzˇ se kyvadlo
pohybuje doleva, sı´la ukazuje doprava a naopak. Zrychlenı´ a souvisı´ se zmeˇnou
u´hlu x podle vzorce obloukove´ de´lky, s je obloukova´ de´lka
s = lx, (1.1)
v =
ds
dt
,
v = l
dx
dt
,
a = l
d2x
dt2
,
potom
l
d2x
dt2
= −g sinx.
Oznacˇı´me-li ω0 =
√
g
l
, dosta´va´me pohybovou rovnici matematicke´ho kyvadla
d2x
dt2
+ ω20 sinx = 0. (1.2)
Konstanta ω0 =
√
g
l
se nazy´va´ vlastnı´ frekvence kyvadla.
Odvozenı´ pomocı´ za´kona zachova´nı´ mechanicke´ energie
Rovnici pohybu matematicke´ho kyvadla mu˚zˇeme zı´skat i ze za´kona zachova´nı´
mechanicke´ energie. Prˇi prˇemı´steˇnı´ hmotne´ho bodu o vy´sˇku ∆h dolu˚, potenci-
a´lnı´ energie klesne o hodnotu mg∆h. Prˇemeˇnı´ se na kinetickou energii. Zmeˇna
potencia´lnı´ energie je da´na vztahem
∆U = mg∆h,
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Obr. 1.2: Trigonometrie proste´ho matematicke´ho kyvadla
zmeˇna kineticke´ energie je da´na vztahem
∆K =
1
2
mv2.
Ze za´kona zachova´nı´ energie se zmeˇna kineticke´ a zmeˇna potencia´lnı´ energie
rovnajı´
1
2
mv2 = mg∆h,
v =
√
2g∆h.
S pouzˇitı´m vzorce pro obloukovou de´lku (1.1)
dx
dt
=
1
`
√
2g∆h. (1.3)
Jestlizˇe se kyvadlo zacˇne ky´vat z neˇjake´ho pocˇa´tecˇnı´ho u´hlu x0, potom h0, pocˇa´-
tecˇnı´ svisla´ vzda´lenost od za´veˇsu, je da´na rovnicı´
h0 = ` cosx0 ,
podobneˇ pro x1
h1 = ` cosx,
potom ∆h je rozdı´l teˇchto dvou vy´sˇek
∆h = ` (cosx− cosx0) .
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Dosazenı´m tohoto do (1.3)
dx
dt
=
√
2g
`
(cosx− cosx0).
Tato rovnice je zna´ma´ jako prvnı´ pohybovy´ integra´l, ktery´ vyjadrˇuje rychlost na
za´kladeˇ polohy a obsahuje integracˇnı´ konstanty za´visle´ na iniciacˇnı´m u´hlu x0.
Derivova´nı´m zı´ska´me rovnici
d
dt
dx
dt
=
d
dt
√
2g
`
(cosx− cosx0),
d2x
dt2
=
1
2
−(2g/`) sinx√
(2g/`) (cosx− cosx0)
dx
dt
,
d2x
dt2
=
1
2
−(2g/`) sinx√
(2g/`) (cosx− cosx0)
√
2g
`
(cosx− cosx0),
d2x
dt2
= −g
`
sinx.
Oznacˇenı´m ω0 =
√
g
l
dosta´va´me vy´slednou rovnici
d2x
dt2
+ ω20 sinx = 0. (1.4)
Rovnice (1.4) je stejna´ diferencia´lnı´ rovnice jako (1.2), kterou jsme zı´skali ze silove´
rovnova´hy.
1.2 Rˇesˇenı´ rovnice matematicke´ho kyvadla
Diferencia´lnı´ rovnice (1.2) nenı´ rˇesˇitelna´ elementa´rnı´mi funkcemi. Proto cˇasto
pouzˇı´va´me linearizaci, prˇi ktere´ se omezujeme na maly´ u´hel x.
Linearizovany´ prˇı´pad
Za prˇedpokladu, zˇe u´hel x je maly´, mu˚zˇeme psa´t
sinx ≈ x.
Dosazenı´m do rovnice (1.2) se prˇı´pad zjednodusˇı´ na linea´rnı´ diferencia´lnı´ rovnici
druhe´ho rˇa´du
d2x
dt2
+ ω20x = 0. (1.5)
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Obecne´ rˇesˇenı´ te´to rovnice je
x(t) = c1 · cos (ω0 · t) + c2 · sin (ω0 · t) .
S pocˇa´tecˇnı´mi podmı´nkami x(0) = x0 a dx/dt(0) = 0 je rˇesˇenı´
x(t) = x0 cos (ω0t) , x0  1.
Z vy´sledku vidı´me, zˇe perioda kyvadla neza´visı´ na amplitudeˇ kmita´nı´.
Obr. 1.3: Graf funkce sinx a linea´rnı´ funkce x
Aproximace sinx ≈ x je vyhovujı´cı´ do pi4 , viz obr. 1.3. Prˇi veˇtsˇı´m u´hlu x se
linea´rnı´ funkce a funkce sinx rˇesˇenı´m rozcha´zejı´.
Rˇesˇenı´ rovnicedruhe´ho rˇa´du se zna´zornˇuje tzv. fa´zovy´mportre´tem, kde situaci
v cˇase t zna´zornˇuje dvojice: u´hel x a u´hlova´ rychlost y = x˙.
Trajektorie jsou uzavrˇene´ orbity obklopujı´cı´ singula´rnı´ trajektorii, bod (0, 0),
ktery´ odpovı´da´ rovnova´zˇne´mu stavu, kdy x = 0 a y = x˙ = 0. Tento bod je
stabilnı´m rˇesˇenı´m rovnice (1.5) a je singula´rnı´m rˇesˇenı´m typu strˇed, viz obr. 1.4.
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Obr. 1.4: Fa´zovy´ portre´t linearizovane´ diferencia´lnı´ rovnice
Rˇesˇenı´ nelinea´rnı´ rovnice
V prˇı´padeˇ, zˇe u´hel x nenı´ maly´, musı´me studovat nelinearizovanou rovnici po-
hybu matematicke´ho kyvadla (1.2). Rˇesˇenı´ rovnice nelze explicitneˇ vyja´drˇit po-
mocı´ elementa´rnı´ch funkcı´. Lze odvodit vztah mezi rychlostı´ a u´hlem, ktery´ urcˇı´
trajektorie rˇesˇenı´.
Rovnici x¨+ ω20 sinx = 0, kde ω20 =
g
l
, vyna´sobı´me x˙
x¨ · x˙+ ω20 sinx · x˙ = 0,
zapı´sˇeme ve tvaru
1
2
x˙2 − ω20 ˙cosx = 0. (1.6)
Rovnici (1.6) zintegrujeme
E =
1
2
ml2x˙2 −mgl cosx. (1.7)
To je formulace za´kona zachova´nı´ mechanicke´ energie E, kde prvnı´ cˇlen prˇedsta-
vuje kinetickou energii a druhy´ cˇlen potencia´lnı´ energii. Syste´m, ve ktere´m platı´
za´kon zachova´nı´ mechanicke´ energie, se nazy´va´ konzervativnı´. Trajektorie jsou
krˇivky konstantnı´ energie. Syste´m je autonomnı´, viz prˇı´loha A.
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Obr. 1.5: Fa´zovy´ portre´t nelinearizovane´ diferencia´lnı´ rovnice
Z (1.7) vyja´drˇı´me rychlost
x˙ = ±
√
2E
ml2
+
2g
l
cosx.
Pro ru˚zne´ hodnoty energie E dosta´va´me ru˚zne´ chova´nı´ kyvadla, viz obr. 1.5:
• pro E > mgl trajektorie lezˇı´ pod nebo nad osou x.
• pro −mgl < E < mgl tvorˇı´ krˇivky uzavrˇene´ orbity.
• pro E < −mgl neexistuje rea´lne´ rˇesˇenı´, cozˇ odpovı´da´ faktu, zˇe kyvadlo ma´
vzˇdy potencia´lnı´ energii nejme´neˇ −mgl, proto E ≥ −mgl.
Kazˇde´ rˇesˇenı´ (1.2) je reprezentova´no trajektoriemi fa´zove´ho portre´tu:
Rovnova´zˇna´ rˇesˇenı´ se nacha´zejı´ na vodorovne´ ose, ktere´ odpovı´da´ nulova´ u´h-
lova´ rychlost x˙ = 0.
Jsou to strˇedy v mı´stech x = 2kpi, k = 0, 1,−1 . . .. V teˇchto mı´stech ma´
kyvadlo minima´lnı´ potencia´lnı´ energii. Mala´ perturbace vede k periodic-
ke´mu rˇesˇenı´, ktere´ je blı´zke´ rovnova´zˇne´mu stavu. Strˇedy jsou stabilnı´mi
rovnova´zˇny´mi body.
Da´le jsou to sedlove´ body, viz obr. 1.6, v mı´stech x = (2k + 1)pi. Sedlove´
body jsou mı´stem, kde ma´ kyvadlo maxima´lnı´ potencia´lnı´ energii a nacha´zı´
se v klidu. Tyto body jsou nestabilnı´, mala´ perturbace vede k rˇesˇenı´ vzda´le-
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ne´mu od rovnova´zˇne´ho stavu.
Periodicka´ rˇesˇenı´ - trajektorie s energiı´ −mgl < E < mgl tvorˇı´ uzavrˇene´ cykly,
viz obr. 1.9. Oznacˇujı´ se jako periodicke´ orbity. Tyto orbity jsou stabilnı´.
Hmotny´ bod se ky´ve, anizˇ by dosa´hl vrcholu.
Periodicka´ rˇesˇenı´ - trajektorie s energiı´ E > mgl jsou take´ stabilnı´ periodicka´ rˇe-
sˇenı´. Trajektorie tvorˇı´ otevrˇene´ krˇivky, viz obr. 1.8, ale periodicky´ pohyb
vykona´va´ hmotny´ bod ota´cˇejı´cı´ se kolem za´veˇsu.
Heteroklinicka´ rˇesˇenı´ jsou trajektorie s energiı´E = mgl. Pro tyto trajektorie platı´,
zˇe x→ ±(2k+1)pi pro t→ ±∞, kyv v tomto prˇı´padeˇ trva´ nekonecˇneˇ dlouho,
viz obr. 1.7. Tyto trajektorie jsou vy´znamne´, protozˇe rozdeˇlujı´ fa´zovy´ prostor
na oblasti s rozdı´lny´m chova´nı´m kyvadla, tedy na oblast, v nı´zˇ se kyvadlo
ky´ve, a na oblast, kde se kyvadlo ota´cˇı´. Proto by´vajı´ za´rovenˇ oznacˇova´ny
i jako separatrisy.
Obr. 1.6: Sedlovy´ bod
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Obr. 1.7: Heteroklinicke´ trajektorie
Obr. 1.8: Otevrˇene´ trajektorie
Obr. 1.9: Uzavrˇene´ trajektorie
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2 ROVINNE´MATEMATICKE´KYVADLOSTLUME-
NI´M
Rovnice (1.2) popisuje pohyb kyvadla ovlivneˇne´ho pouze tı´hovou silou. Ve sku-
tecˇnosti ale docha´zı´ vzˇdy ke ztra´ta´m energie a tı´m k tlumenı´.
Vı´ce o odvozenı´ vztahu˚ pro vy´pocˇet trajektoriı´ a popis fa´zovy´ch portre´tu˚ lze
nale´zt v [2] a [5].
2.1 Visko´znı´ tlumenı´
Prˇedpokla´da´me, zˇe tlumı´cı´ sı´la je u´meˇrna´ rychlosti dxdt . Tlumı´cı´ sı´la pu˚sobı´ proti
pohybu kyvadla, cozˇ urcˇuje zname´nko nove´ho cˇlenu rovnice. Rovnice pohybu
pak je
d2x
dt2
+ γ
dx
dt
+ ω20 sinx = 0,
kde γ je tlumı´cı´ konstanta.Modelemvisko´znı´ho tlumenı´ je naprˇı´klad olej v lozˇisku
pu˚sobı´cı´ na za´veˇs kyvadla.
Syste´m s tlumenı´m nenı´ konzervativnı´, rovnice ale zu˚sta´va´ autonomnı´.
Obr. 2.1: Fa´zovy´ portre´t matematicke´ho kyvadla s visko´znı´m tlumenı´m
19
Fa´zovy´ portre´t kyvadla s tlumenı´m, obr. 2.1, se od netlumene´ho kyvadla lisˇı´
tı´m, zˇe strˇedy se zmeˇnily na stabilnı´ ohniska a smeˇrˇujı´ do nich te´meˇrˇ vsˇechny
trajektorie. Zanikly take´ uzavrˇene´ a otevrˇene´ trajektorie. Jedine´ trajektorie, ktere´
nesmeˇrˇujı´ do ohnisek jsou trajektorie blı´zˇı´cı´ a vzdalujı´cı´ se sedlu. Tyto trajektorie
rozdeˇlujı´ fa´zovy´ portre´t na oblasti prˇitazˇlivosti jednotlivy´ch ohnisek.
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3 ROVINNE´ MATEMATICKE´ KYVADLO S BUZE-
NI´M A S TLUMENI´M
V poslednı´ kapitole strucˇneˇ nacˇrtneme situaci, kdy na kyvadlo pu˚sobı´ harmo-
nicka´ budı´cı´ sı´la. Vı´ce o prˇı´padu rovinne´ho matematicke´ho kyvadla s tlumenı´m
a buzenı´m lze nale´zt v [1], [3] a [5].
Pohybova´ rovnice matematicke´ho kyvadla s visko´znı´m tlumenı´m a s perio-
dicky´m buzenı´m je pak tvaru
d2x
dt2
+ γ
dx
dt
+ ω20 sinx = A cosωDt, ω
2
0 =
g
l
,
kde A je amplituda budı´cı´ sı´ly, ωD je u´hlova´ frekvence budı´cı´ sı´ly a ϕ = ωDt je
fa´ze budı´cı´ sı´ly. Tato rovnice je bezrozmeˇrna´. Syste´m uzˇ nenı´ autonomnı´.
Situaci kyvadla s buzenı´m mu˚zˇeme u´plneˇ popsat tı´m, zˇe k x a y = x˙ prˇida´me
fa´ziϕ budı´cı´ sı´ly. V tomto rozsˇı´rˇene´m fa´zove´mportre´tu jsou trajektorie disjunktnı´,
zatı´mco ve fa´zove´m portre´tu tvorˇene´m dvojicı´ x a y = x˙ se protı´najı´. Tvar fa´zo-
ve´ho portre´tu trajektoriı´ kyvadla s buzenı´m a tlumenı´m za´visı´ na trˇech rˇı´dı´cı´ch
parametrech rovnice: γ, A, ωD.
(a) (b)
Obr. 3.1: Trajektorie pro parametry ω = 2/3, A = 0.5, γ = 0.25. Obra´zky se lisˇı´ po-
cˇa´tecˇnı´mi podmı´nkami, ale v obou prˇı´padech se syste´m usta´lı´ na stejne´m limitnı´m
cyklu.
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Limitnı´ mnozˇiny
Limitnı´ mnozˇiny jsou du˚lezˇite´, protozˇe na´m poma´hajı´ pochopit dlouhodobe´ cho-
va´nı´ dynamicke´ho syste´mu. Vı´ce o limitnı´ch mnozˇina´ch lze nale´zt v [3].
DEFINICE 3.1 Rˇekneme, zˇe (xω, yω) ∈ R2 je ω-limitnı´ bod pra´veˇ tehdy, kdyzˇ existuje
rˇesˇenı´ x(t) rovnice a rostoucı´ posloupnost tk →∞, k →∞, zˇe [x(tk), x˙(tk)]→ (xω, yω).
Rˇekneme, zˇe (xα, yα) ∈ R2 je α-limitnı´ bod pra´veˇ tehdy, kdyzˇ existuje rˇesˇenı´ x(t) rovnice
a rostoucı´ posloupnost tk → −∞, k →∞, zˇe [x(tk), x˙(tk)]→ (xα, yα).
Na rozdı´l od autonomnı´ch syste´mu˚, kde limitnı´ mnozˇiny naby´vajı´ podoby
periodicky´ch orbit nebo pevny´ch bodu˚ a tudı´zˇ jsou pro studium pomeˇrneˇ nezajı´-
mave´, u neautonomnı´ch syste´mu˚ s buzenı´mmu˚zˇe nasta´vat kromeˇ teˇchto prˇı´padu˚
navı´c jesˇteˇ prˇı´pad chaoticke´ho atraktoru a limitnı´ch cyklu˚.
Pro zmapova´nı´ cele´ho syste´mumatematicke´ho kyvadla s visko´znı´m tlumenı´m
a periodicky´m buzenı´m by bylo potrˇeba vykreslit fa´zove´ portre´ty pro vsˇechny
hodnoty rˇı´dı´cı´ch parametru˚: γ, A, ωD, cozˇ by bylo nemozˇne´. Proto prˇi rˇesˇenı´
prˇijmeme omezenı´:
1. Abychomomezili zobrazenı´ vy´voje syste´mu, provedemeprojekci promeˇnne´
x na interval 〈−pi, pi〉, cozˇ lze, protozˇe stavy s hodnotou x + 2kpi, k =
0, 1,−1 . . . lze pokla´dat za totozˇne´ a dalsˇı´ vy´voj syste´mu neza´visı´ na hodnoteˇ
k.
2. Vy´voj syste´mu budeme posuzovat na jedine´m promeˇnne´m parametru A.
Zby´vajı´cı´ dveˇ promeˇnne´ γ aωD jsou bra´ny jako konstantnı´ parametry a jejich
hodnoty zvolı´me na´sledujı´cı´m zpu˚sobem: v bezrozmeˇrne´m tvaru je vlastnı´
frekvence linearizovane´ho oscila´toru (bez tlumenı´ a promale´ kmity) ω0 = 1.
Frekvenci budı´cı´ sı´ly zvolı´me srovnatelnou, ale nikoli stejnou, abychom
vyloucˇili rezonanci, ωD = 2/3. Prˇi rezonanci se syste´m usta´lı´ v limitnı´m
cyklu s jednoduchy´m periodicky´m pru˚beˇhem. Hodnotu tlumı´cı´ konstanty
γ = 0, 25 urcˇı´me takovou, aby budı´cı´ sı´la nemusela by´t prˇı´lisˇ velka´.
3. Cˇa´sti trajektoriı´, prˇi ktery´ch se syste´m ustaluje do limitnı´ch cyklu˚, vyne-
cha´me.
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(a) A = 0.6 (b) A = 0.61
(c) A = 0.7
Obr. 3.2: Prˇı´klad fa´zovy´ch portre´tu˚ vykresleny´ch bez omezujı´cı´ch prˇedpokladu˚.
Chova´nı´ buzene´ho matematicke´ho kyvadla v za´vislosti na amplitudeˇ budı´cı´ sı´ly:
syste´m s amplitudou A = 0.6 se stejneˇ jako na obr. 3.1 usta´lil v limitnı´m cyklu.
Take´ syste´m s amplitudouA = 0.61 se usta´lil v limitnı´m cyklu s pomeˇrneˇ slozˇity´m
pru˚beˇhem. Syste´m s amplitudou A = 0.7 ale chaoticky kmita´. Jestlizˇe dosa´hne
stavu prˇipomı´najı´cı´ho limitnı´ cyklus, opeˇt jej po urcˇite´ dobeˇ opustı´.
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Obr. 3.3: Syste´m s amplitudou A = 0.6. Pro malou amplitudu budı´cı´ sı´ly kona´
kyvadlo jednoduchy´ periodicky´ pohyb, ktery´ tvorˇı´ limitnı´ cyklus.
Obr. 3.4: Syste´m s amplitudou A = 0.65. Pohyb syste´mu je kvaziperiodicky´. Za-
tı´mco periodicke´ chova´nı´ je chova´nı´ opakujı´cı´ se v pravidelny´ch intervalech, kva-
ziperiodicky´ pohyb je opakujı´cı´ se pohyb se slozˇkou neprˇedvı´datelnosti, kvu˚li
ktere´ se nehodı´ k prˇesne´mu meˇrˇenı´.
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Obr. 3.5: Syste´m s amplitudouA = 0.66. Trajektorii pohybu tvorˇı´ uzavrˇena´ krˇivka
s dveˇma smycˇkami. Syste´m se opeˇt usta´lil v limitnı´m cyklu.
Obr. 3.6: Syste´m s amplitudou A = 0.7. Mnoho nelinea´rnı´ch syste´mu˚ vykona´va´
chaoticky´ pohyb. V chaoticky´ch syste´mech se trajektorie neusta´lı´ v limitnı´m cyklu
nebo jine´ opakujı´cı´ se strukturˇe a pokud ano, tak ji po neˇjake´ dobeˇ opeˇt opustı´.
Navı´c jsou rˇesˇenı´ velmi citliva´ na pocˇa´tecˇnı´ podmı´nky, takzˇe i kdyzˇ jsou pocˇa´tecˇnı´
podmı´nky v cˇase t = 0 velmi blı´zke´, v relativneˇ kra´tke´m cˇase jsou rˇesˇenı´ velmi
vzda´lena´. To deˇla´ rˇesˇenı´ neprˇedvı´datelny´m.
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Obr. 3.7: Syste´m s amplitudou A = 0.92. Trajektorie se usta´lı´ v limitnı´m cyklu.
Pohyb matematicke´ho kyvadla kona´ jednona´sobne´ otocˇenı´.
Obr. 3.8: Syste´m s amplitudou A = 1. Limitnı´ mnozˇina je periodicka´, v syste´mu
nasta´vajı´ cˇtyrˇi ru˚zna´ otocˇenı´.
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Obr. 3.9: Syste´m s amplitudou A = 1.2. Pohyb kyvadla charakterizuje dvojna´-
sobne´ otocˇenı´ a dvojna´sobny´ kyv. Jedna´ se o limitnı´ cyklus se slozˇiteˇjsˇı´m pru˚beˇ-
hem.
Obr. 3.10: Syste´m s amplitudou A = 1.3. Syste´m podobny´ syste´mu s amplitudou
A = 1.2. Limitnı´ mnozˇina nenı´ kvaziperiodicka´, pouze docha´zı´ k mnohona´sob-
ne´mu kyvu a otocˇenı´.
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ZA´VEˇR
Cı´lem bakala´rˇske´ pra´ce bylo matematicke´ modelova´nı´ chova´nı´ matematicke´ho
kyvadla a jeho zobecneˇny´ch prˇı´padu˚: matematicke´ho kyvadla s tlumenı´m a ma-
tematicke´ho kyvadla s tlumenı´m a buzenı´m.
Prˇi rˇesˇenı´ teˇchto prˇı´padu˚ byly pouzˇity diferencia´lnı´ rovnice, ktere´ se pouzˇı´-
vajı´ prˇi rˇesˇenı´ mnoha fyzika´lnı´ch, biologicky´ch a technicky´ch proble´mu˚. Specia´l-
nı´m prˇı´padem diferencia´lnı´ch rovnic jsou pak autonomnı´ rovnice, ktere´ popisujı´
chova´nı´ rovinne´ho matematicke´ho kyvadla a rovinne´ho matematicke´ho kyvadla
s tlumenı´m. Autonomnı´ syste´my jsou neza´visle´ na cˇase a proto mu˚zˇeme ze zjisˇ-
teˇny´ch vy´sledku˚ vytvorˇit model popisujı´cı´ chova´nı´ matematicke´ho kyvadla.
Pro syste´m rovinne´ho matematicke´ho kyvadla bez tlumenı´ a buzenı´ jsme
odvodili pohybove´ rovnice pomocı´ silove´ rovnova´hy a pomocı´ za´kona zachova´nı´
mechanicke´ energie. Vy´slednou rovnici jsme pote´ vyrˇesˇili promaly´ u´hel. Pro veˇtsˇı´
u´hel nelze rˇesˇenı´ rovnice explicitneˇ vyja´drˇit pomocı´ elementa´rnı´ch funkcı´. Proto
jsme odvodili vztah mezi rychlostı´ a u´hlem. Syste´m matematicke´ho kyvadla je
konzervativnı´, trajektorie jsou tedy krˇivky konstantnı´ energie. Tyto trajektorie
jsme vykreslili ve fa´zove´m portre´tu rˇesˇenı´ a klasifikovali je. Ve fa´zove´m portre´tu
se vyskytujı´ trˇi typy trajektoriı´: otevrˇene´, neprotı´najı´cı´ se krˇivky, uzavrˇene´ krˇivky
a singula´rnı´ body.
Pro prˇı´padmatematicke´ho kyvadla s tlumenı´m jsme urcˇili pohybovou rovnici.
Tato rovnice uzˇ nenı´ konzervativnı´, ale opeˇt je autonomnı´. Fa´zovy´ portre´t se oproti
fa´zove´mu portre´tumatematicke´ho kyvadla bez tlumenı´ zmeˇnil. Zanikly otevrˇene´
a uzavrˇene´ krˇivky. Strˇedy se zmeˇnily na stabilnı´ ohniska a smeˇrˇujı´ do nich te´meˇrˇ
vsˇechny trajektorie. Jedine´ trajektorie, ktere´ nesmeˇrˇujı´ do ohnisek jsou trajektorie
blı´zˇı´cı´ a vzdalujı´cı´ se sedlu.
Oproti tomu pohybova´ rovnice matematicke´ho kyvadla s tlumenı´m a buze-
nı´m uzˇ nenı´ autonomnı´. Situaci kyvadla s buzenı´m mu˚zˇeme u´plneˇ popsat tı´m,
zˇe k x a y = x˙ prˇida´me fa´zi ϕ budı´cı´ sı´ly. V tomto rozsˇı´rˇene´m fa´zove´m por-
tre´tu jsou trajektorie disjunktnı´, zatı´mco ve fa´zove´m portre´tu tvorˇene´m dvojicı´ x
a y = x˙ se protı´najı´. Tvar tohoto fa´zove´ho portre´tu za´visı´ na trˇech rˇı´dı´cı´ch parame-
trech rovnice: γ, A, ωD. Abychom mohli popsat syste´m matematicke´ho kyvadla
s visko´znı´m tlumenı´m a periodicky´m buzenı´m, prˇijali jsme prˇi rˇesˇenı´ omezenı´,
dı´ky ktery´m jsme mohli vykreslit fa´zove´ portre´ty pro dane´ rˇı´dı´cı´ parametry a
na jejich za´kladeˇ urcˇit chova´nı´ syste´mu, ktere´ je pro rozdı´lne´ amplitudy budı´cı´
sı´ly A jak periodicke´, tak i chaoticke´.
Pro prˇı´pad rovinne´ho matematicke´ho kyvadla a rovinne´ho matematicke´ho
kyvadla s tlumenı´m byly metody rˇesˇenı´ postacˇujı´cı´. Pro lepsˇı´ modelova´nı´ ro-
vinne´ho matematicke´ho kyvadla s tlumenı´m a buzenı´m by bylo potrˇeba vyuzˇı´t
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dalsˇı´ch prostrˇedku˚ teorie nelinea´rnı´ch dynamicky´ch syste´mu˚, naprˇ. Poincare´ho
mapy. Poincare´ho mapa je rovinny´m rˇezem fa´zove´ho prostoru, nedocha´zı´ na nı´
prˇi projekci k prˇekry´va´nı´ cˇa´stı´ trajektorie, jako je tomu u projekce trajektorie. Dı´ky
te´to vlastnosti se dobrˇe hodı´ k identifikaci limitnı´ mnozˇiny.
U´cˇelem pra´ce bylo sjednocenı´ poznatku˚ z jednotlivy´ch litera´rnı´ch pramenu˚
a jejich na´sledne´ vyuzˇitı´ prˇı´ vykreslenı´ a popisu fa´zovy´ch portre´tu˚ v softwaru
MATLAB.
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A AUTONOMNI´ SYSTE´MY
Soustavu diferencia´lnı´ch rovnic 1. rˇa´du
dx
dt
= f(x), (A.1)
kde vektorova´ funkce f : G → R2 je definovana´ a spojita´ v oblasti G ⊂ R2,
nazveme autonomnı´m syste´mem. Budeme prˇedpokla´dat, zˇe f je spojita´ funkce
a zˇe pocˇa´tecˇnı´ u´loha (A.1) s podmı´nkou x(t0) = x0 ma´ pra´veˇ jedno rˇesˇenı´ pro
libovolne´ [t0,x0] ∈ R × G. Rˇesˇenı´m budeme rozumeˇt u´plne´ rˇesˇenı´, tj. rˇesˇenı´
na maxima´lnı´m intervalu.
Ke spojitosti vektorove´ funkce f , ktera´ zarucˇuje existenci rˇesˇenı´ pocˇa´tecˇnı´ u´lo-
hy (A.1) pro libovolne´ x0 prˇida´me podmı´nku loka´lnı´ lipschitzovskosti funkce
f , abychom zarucˇili jednoznacˇnost rˇesˇenı´. Potom trajektorie u´plny´ch rˇesˇenı´ majı´
na´sledujı´cı´ vlastnosti:
VEˇTA A.1 Uvazˇujme pouze u´plna´ rˇesˇenı´ soustavy (A.1) se spojitou funkcı´ f : G→ R2.
Potom platı´:
1. Trajektorie rˇesˇenı´ je souvisla´ mnozˇina.
2. Je-li x(t) u´plne´ rˇesˇenı´ definovane´ na intervalu (a, b), potom pro kazˇde´ c ∈ R je
vektorova´ funkce xc(t) = x(t − c) take´ u´plne´ rˇesˇenı´ na (a + c, b + c) a ma´ tute´zˇ
trajektorii.
3. Pokud f(x) je navı´c lipschitzovska´, dveˇ u´plna´ rˇesˇenı´ majı´ bud’disjunktnı´ trajektorie
nebo jejich trajektorie sply´vajı´ (jsou totozˇne´).
DEFINICE A.2 Trajektorie staciona´rnı´ho (konstantnı´ho, singula´rnı´ho) rˇesˇenı´ x(t) = x0
(x0 je rˇesˇenı´m soustavy rovnic f(x) = 0) je jednobodova´ mnozˇina {x0}, ktera´ se nazy´va´
singula´rnı´ bod (take´ kriticky´ bod, staciona´rnı´ bod, rovnova´zˇny´ bod nebo singula´rnı´ tra-
jektorie). Trajektoriı´ periodicke´ho (nekonstantnı´ho) rˇesˇenı´ x(t) je uzavrˇena´ krˇivka, ktera´
se nazy´va´ cyklus.
U´plna´ rˇesˇenı´ autonomnı´ soustavy majı´ jen trˇi druhy trajektoriı´.
VEˇTA A.3 Uvazˇujme autonomnı´ soustavu ODR (A.1) se spojitou lipschitzovskou funkcı´
f : G→ R2. Potom jejı´ u´plna´ rˇesˇenı´ x(t) majı´ trajektorie pouze na´sledujı´cı´ch trˇı´ druhu˚:
1. singula´rnı´ bod - rˇesˇenı´ x(t) je konstantnı´,
2. cyklus, uzavrˇena´ krˇivka - rˇesˇenı´ x(t) je periodicke´, nekonstantnı´,
3. otevrˇena´ neprotı´najı´cı´ se krˇivka - trajektorie rˇesˇenı´ prˇedstavuje proste´ zobrazenı´
otevrˇene´ho intervalu I = (a, b) (vcˇetneˇ prˇı´padu˚ a = −∞ nebo b =∞) do fa´zove´ho
prostoru.
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Definicˇnı´ obor G funkce f(x) (na ktere´m je f spojita´ a lipschitzovska´) v prostoru hodnot
(fa´zove´m prostoru) se tak rozpada´ na
• singula´rnı´ body - trajektorie konstantnı´ch rˇesˇenı´,
• uzavrˇene´ krˇivky (cykly) - trajektorie periodicky´ch rˇesˇenı´,
• otevrˇene´ neprotı´najı´cı´ se krˇivky - trajektorie ostatnı´ch rˇesˇenı´.
Autonomnı´ rovnice druhe´ho rˇa´du
Rovnici druhe´ho rˇa´du
x¨ = f(x˙, x) (A.2)
prˇevedeme transformacı´ (x(t), x˙(t)) 7→ (x(t), y(t)) na soustavu dvou rovnic
x˙ = y, y˙ = f(x, y). (A.3)
Fa´zovy´ prostor rˇesˇenı´ x(t) je rovina x, x˙, do ktere´ vyna´sˇı´me body se sou-
rˇadnicemi hodnot rˇesˇenı´ x(t) a hodnot jeho derivace x˙(t), tj. (x(t), x˙(t)). Fa´zovy´
portre´t rˇesˇenı´ rovnice druhe´ho rˇa´du v rovineˇ s osami x, x˙ jsou orientovane´ krˇivky
{(x(t) · x˙(t)) ∈ R2|x ∈ I}. Nad osou x je derivace x˙ kladna´ a rˇesˇenı´ je tedy rostoucı´,
proto jsou tyto trajektorie orientova´ny v kladne´m smyslu osy x. Pod osou x jsou
z analogicke´ho du˚vodu trajektorie orientova´ny v za´porne´m smyslu. Na ose x je
derivace rˇesˇenı´ x˙ = 0, proto trajektorie prˇecha´zejı´ osu x s kolmou tecˇnou. Pro-
tozˇe navı´c konstantnı´ rˇesˇenı´ xma´ nulovou derivaci x˙, mohou se singula´rnı´ body
vyskytovat pouze na ose x.
DEFINICE A.4 (TYPY SINGULA´RNI´CH BODU˚ V ROVINEˇ) Uvazˇujme trajektorie autonomnı´
soustavy (A.3) se spojity´mi lipschitzovsky´mi funkcemi f , g. Izolovany´ singula´rnı´ bod
(x0, y0) nazveme
strˇed pokud kazˇdy´m bodem ryzı´ho okolı´ (x0, y0) procha´zı´ trajektorie typuuzavrˇene´ krˇivky
- cyklus
uzel pokud kazˇdy´m bodem ryzı´ho okolı´ (x0, y0) procha´zı´ trajektorie (x(t), y(t)), t ∈
(−∞,∞) typu otevrˇene´ krˇivky, ktera´ se limitneˇ blı´zˇı´ pro t 7→ ∞ [nebo t 7→ −∞]
k singula´rnı´mu bodu (x0, y0), prˇicˇemzˇ smeˇrnice tecˇny trajektorie (x˙(t), y˙(t)) ma´
konecˇnou limitu.
Pokud se body (x(t), y(t)) blı´zˇı´ k bodu (x0, y0) prˇi t 7→ ∞, mluvı´me o atraktivnı´m
(prˇitahujı´cı´m, prˇitazˇlive´m) uzlu, pokud naopak body (x(t), y(t)) se blı´zˇı´ k bodu
(x0, y0) prˇi t 7→ −∞, tj. prˇi t 7→ ∞ se vzdalujı´, mluvı´me o neatraktivnı´m (odpu-
zujı´cı´m, odpudive´m) uzlu.
ohnisko kazˇdy´m bodem ryzı´ho okolı´ (x0, y0) procha´zı´ trajektorie typu otevrˇene´ krˇivky,
ktera´ se limitneˇ blı´zˇı´ pro t 7→ ∞ [nebo t 7→ −∞] k singula´rnı´mu bodu (x0, y0),
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prˇicˇemzˇ smeˇrnice tecˇny rˇesˇenı´ (x˙(t), y˙(t)) nema´ vlastnı´ limitu (orientovany´ u´hel
tecˇne´ho vektoru neomezeneˇ roste, prˇı´padneˇ neomezeneˇ klesa´).
Pokud se body (x(t), y(t)) blı´zˇı´ k bodu (x0, y0) prˇi t 7→ ∞, mluvı´me o atraktiv-
nı´m (prˇitahujı´cı´m, prˇitazˇlive´m) ohnisku, pokud body (x(t), y(t)) se blı´zˇı´ k bodu
(x0, y0) prˇi t 7→ −∞ (tj. prˇi t 7→ ∞ se rˇesˇenı´ vzdaluje od singularity), mluvı´me
o neatraktivnı´m (odpuzujı´cı´m, odpudive´m) ohnisku.
sedlo pokud v ryzı´m okolı´ bodu (x0, y0) existujı´ jak trajektorie, ktere´ se prˇi rostoucı´m t
blı´zˇı´ k (x0, y0), tak trajektorie, ktere´ se prˇi rostoucı´m t vzdalujı´ od (x0, y0).
Vı´ce lze nale´zt v literaturˇe [4].
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B ZDROJOVY´ KO´D POUZˇITE´HO PROGRAMU
function f = pend(t,x)
global c amp omd
f = zeros(2,1);
f(1) = x(2);
f(2) = -sin(x(1)) - c*x(2) + amp*cos(omd*t);
-----------------------------------------------------------------------------------
global c amp omd
c = 0;
%c = 0.25;
tmax=200;
amp=0;
omd=0;
tspan = [0 tmax];
x10=0;
x20=pi/2;
% ode45, fce pend, rozsah, pocatecni podminky
[t,x] = ode45(@pend, tspan, [x10 x20]);
% vytvoreni vektoroveho pole
[x1, x2] = meshgrid(-2*pi:0.8:2*pi, -4:0.8:4);
dx1 = x2;
dx2 = - sin(x1) - c*x2;
% vykresleni
plot(x(:,1),x(:,2),’b’);hold on;
% nastaveni rozsahu os
axis([-2*pi 2*pi -4 4])
% vektorove pole
quiver(x1, x2, dx1, dx2,’r’); hold off;
popisky
xlabel(’x’); ylabel(’y’);
-----------------------------------------------------------------------------------
global c amp omd
c = 0.25;
amp =0.7;
omd =2/3;
pd=2*pi/omd;
tmax=1000;
tspan = [0 tmax];
op = odeset(’RelTol’,1.e-8);
%pocatecni podminky
x10=0;
x20=pi/2.;
% fazovy portret, prvnich 100*pd nevykreslit
[t,x] = ode45(@pend,[0 100*pd],[x10 x20],op);
lst = length(x(:,1));
x10 = x(lst,1); x20 = x(lst,2);
close all; figure(1); hold on; box on;
axis square; axis ([-pi pi -4 4]);
[t,x]=ode45(@pend,tspan,[x10 x20],op);
for i=ceil(min(x(:,1))/2/pi):ceil(max(x(:,1)/2/pi))
plot(x(:,1) - i*2*pi, x(:,2));hold on
end
%%popisky
xlabel(’x’); ylabel(’y’);
hold off;
33
LITERATURA
[1] BAKER, G.L., BLACKBURN, J.A. The Pendulum: A Case Study in Physics.
Oxford University Press, 2005. 288 s.
[2] BILLINGHAM, J., KING, A.C., OTTO, S.R.Differential Equations: Linear, Non-
linear, Ordinary, Partial. Cambridge University Press, 2003. 541 s.
[3] CHICONE, C. Ordinary Differential Equations with Applications. New
York : Springer-Verlag, 1999. 561 s.
[4] FRANCU˚, J. Obycˇejne´ diferencia´lnı´ rovnice. Dostupne´ z URL:
<http://www.mat.fme.vutbr.cz/home/francu/>.
[5] JANI´CˇEK, P. Syste´move´ pojetı´ vybrany´ch oboru˚ pro techniky. Brno : CERM; VU-
TIUM, 2007.
34
